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Tóm tắt 

Trong bài báo, đối tượng mà chúng tôi xem xét đến 

là mô hình cổng trục 3D với năm bậc tự do. Để đối 

phó với một hệ thống phi tuyến, nhiều đầu vào, 

nhiều đầu ra và thiếu cơ cấu chấp hành này, chúng 

tôi trình bày một bộ điều khiển chế độ trượt bậc 

phân số. Bộ điều khiển này với bậc đạo hàm có thể 

điều chỉnh được, giúp ta có thể tìm điểm có đáp ứng 

tối ưu. Ngoài ra, việc xem xét tính ổn định và thời 

gian hội tụ cũng được trình bày. Các kết quả mô 

phỏng chứng minh tính hiệu quả của bộ điều khiển 

được đề xuất được thực hiện thông qua phần mềm 

Matlab-Simulink. 

Từ khóa: Cổng trục 3D, Phép toán bậc phân số, 

Bộ điều khiển trượt bậc phân số, Lý thuyết ổn định 

Lyapunov.  

Abstract 

In this paper, the object that we consider is a 3D 

crane model with five degrees of freedom. To deal 

with this nonlinear and multiple-input multiple-

output (MIMO) system in which there is a lack of 

actuators, we present a fractional-order sliding 

mode controller. This controller has an adjustable 

fractional order so that we can find the point with 

the optimal response. In addition, the stability and 

convergence time is also taken into account. The 

simulation results proving the effectiveness of the 

proposed controller are conducted through 

Matlab-Simulink software. 

Keywords: Three-dimensional (3D) gantry 

crane, Fractional calculus, Fractional-order 

Sliding Mode Control (FOSMC), Lyapunov's 

stability theory. 

1. Giới thiệu 

Cổng trục được ứng dụng rộng rãi trong công 

nghiệp. Có rất nhiều công trình liên quan đến nghiên 

cứu về mô hình hóa hệ cổng trục đã được thực hiện, 

phổ biến có thể kể đến như: mô hình hai bậc tự do 

trong [1] và [2], mô hình ba bậc tự do ở [3], [4], và [5], 

mô hình toán học với bốn bậc tự do trong [6] và mô 

hình xem xét năm bậc tự do [7]. Hệ thống cổng trục 

hiện nay thường được vận hành chủ yếu bằng tay, điều 

này kết hợp với những tác động của môi trường sẽ làm 

giảm độ chính xác của hệ thống từ đó gây nguy hiểm 

cho người lao động. Vì vậy, việc thiết kế điều khiển 

cổng trục sao cho hệ thống có hiệu suất làm việc tốt 

nhất là vô cùng cần thiết. Bộ điều khiển PID là một 

trong những bộ điều khiển phổ biến nhất và được sử 

dụng nhiều trong công nghiệp do cấu trúc đơn giản, 

dễ điều chỉnh. Tuy nhiên, đối với những hệ thống phức 

tạp, hiệu quả và tính chính xác của bộ PID sẽ bị ảnh 

hưởng nếu chỉ dựa vào các cách điều chỉnh truyền 

thống. Để xử lý các ràng buộc trạng thái, nghiên cứu 

[8] đã sử dụng một phương pháp điều khiển phi tuyến 

cho hệ thống thiếu cơ cấu chấp hành. Bộ điều khiển 

thích nghi xây dựng dựa trên hàm Lyapunov chặn ở 

[9] đã được đề xuất để ngăn chặn các rung động không 

mong muốn của hệ thống cổng trục linh hoạt với giới 

hạn đầu ra biên. Nghiên cứu [10] đã sử dụng điều 

khiển trượt kết hợp với việc sử dụng mạng nơ-ron cho 

cổng trục 3D - một kĩ thuật điều khiển thích nghi với 

nhiễu và bất định. Bộ điều khiển trượt bậc hai được 

giới thiệu ở [10] và [11] đã xử lý được hiện tượng rung 

còn tồn tại trong bộ điều khiển trượt bậc một, tuy vậy 

việc thiết kế điều khiển theo phương pháp này lại khá 

phức tạp. Thêm vào đó, kỹ thuật điều khiển trượt bậc 

phân số đã được áp dụng nhiều trong các nghiên cứu 

gần đây như một giải pháp để xác định điểm đáp ứng 

tối ưu [12] và [13]. Gần đây, phương án kết hợp giữa 

bộ điều khiển chế độ trượt truyền thống và phép toán 

bậc phân số cũng đã được xem xét và áp dụng cho 

cổng trục trong [14] và [15]. Ngoài ra, trong nghiên 

cứu [7] còn kết hợp thêm lý thuyết về mạng nơ-ron để 

quan sát đầu ra và nhiễu.  

Xuất phát từ những nghiên cứu trên, một thuật 

toán điều khiển chế độ trượt bậc phân số được áp dụng  

cho hệ cổng trục 3D được trình bày trong bài báo này. 

Kết cấu của bài viết sẽ bao gồm năm phần như sau: 

mô hình toán học ở dạng ma trận của hệ cổng trục 3D 

sẽ được đưa ra và biến đổi trong Phần 2; bộ điều khiển 

chế độ trượt bậc phân số được trình bày trong Phần 3; 

trong Phần 4; trình bày kết quả mô phỏng thông qua 

phần mềm Matlab-simulink; cuối cùng, kết luận và 

hướng nghiên cứu tương lai được đưa ra. 
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2. Mô hình toán học 

Trong Hình 1, biểu diễn mô hình cổng trục 3D với 

ba đầu vào điều khiển  1 2 3

T
F F F=F nhằm kiểm 

soát năm biến đầu ra  
T

x y l  =q . Trong 

năm biến đầu ra ở trên, chỉ có ba biến , ,x y l  là các 

biến được dẫn động, trong khi đó hai biến còn lại là các 

chuyển động không được dẫn động và bị ràng buộc. 

Dựa trên nghiên cứu [16], mô hình động lực học của hệ 

cổng trục 3D được viết dưới dạng ma trận như sau: 

M(q)q +C(q,q)q +Dq +G(q) = F   (1) 

Trong đó:  5x5
M(q) R   là ma trận quán tính, 

 5x5
C(q,q) R   liên quan đến lực Coriolis và lực ly 

tâm,  5x5
D R  là ma trận cản, 1 5x

G(q) R  là véc tơ 

trọng lực. 

Để tạo cơ sở thuận lợi cho việc thiết kế bộ điều 

khiển chế độ trượt bậc phân số ở phần tiếp theo, 

phương trình được biến đổi thành 2 hệ con với biến 

trạng thái như sau:  
T

a x y l=q   và 

 
T

u  =q  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 a 12 u 11 a

12 u 11 a 1

M q q + M q q + C q, q q

+ C q,q q + D q + G q = F
 (2) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

21 a 22 u 21 a

22 u 2

M q q + M q q + C q, q q

+ C q, q q + G q = 0
 (3) 

Sau các bước biến đổi toán học, các công thức 

trong (2) và (3) được viết lại như sau: 

( ) ( ) ( )

( )

1 a 11 a 12 u

1 a

M q q + C q, q q + C q,q q

+ G q = F
    (4) 

( ) ( ) ( )

( )

2 u 21 a 22 u

2 u

M q q + C q,q q + C q, q q

+ G q = F
  (5) 

Trong đó: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )-1

1 11 12 22 21M q = M q - M q M q M q ;  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 12

-1

12 22 22

-1

1 1 12 22 2

-1

a u 21 11 a

-1

2 22 21 11 12

21 21

-1

21 11 11 11

22 22

-1

21 11 12

-1

2 2 21 11 1

C q,q = C q,q

- M q M q C q,q ;

G q = G q - M q M q G q ;

F = F; F = -M q M q F ;

M q = M q - M q M q M q ;

C q,q = C q,q

- M q M q D + C q,q ;

C q, q = C q,q

- M q M q C q,q ;

G q = G q - M q M q G q ;

 

Như vây, sau khi thực hiện biến đổi để đưa hệ 

thống (1) về hai hệ thống con trong phương trình (4) 

và (5), chúng tôi đã chỉ mối quan hệ giữa tín hiệu điều 

khiển và các biến được dẫn động, bị ràng buộc. 

3. Chiến lược kiểm soát hệ cổng trục 3D  

Bộ điều khiển chế độ trượt bậc phân số được thiết 

kế nhằm giúp 
aq   tiến về  

T

ad d d dx y l=q  và 

đảm bảo các dao động của 
uq  tắt dần. Thay vì sử dụng 

đạo hàm cấp số nguyên cố định như thông thường, đạo 

hàm bậc phân số được xem là thuận lợi hơn vì có khả 

năng điều chỉnh. Bằng cách điều chỉnh những bậc đạo 

hàm, chúng tôi có thể có được những phản hồi tối ưu. 

Ngoài ra, việc xem xét tính ổn định và thời gian hữu 

hạn cũng được trình bày trong phần này. 

3.1. Phép toán bậc phân số  

Đầu tiên, những phép toán phân số cho hàm số  

( )a t bất kỳ được đưa ra. Phép tích phân bậc phân 

số    theo Riemann-Liouville [17] được định 

nghĩa như sau: 

( ) ( )
( )

( )

( )
0

1

1
o o

t

t t t t

t

a t
I a t D a t d

t

 




 

−

−
= =

 −
  (6) 

Trong đó: 
0t t , 

0t  và ( ) 1

0



− − = 
ts s ds  lần 

lượt là thời điểm đầu và hàm Gamma. 

Phép đạo hàm bậc phân số   theo Caputo [17] 

được định nghĩa như sau: 

( )
( )

( )

( )

( )

0

1

1
, 1

,

o

mt

m

t

t t
m

m

a t
d m m

m t
D a t

d a t
m

dt





 
 



+ −


−  

 − −
= 


=



 

 (7) 

với: 1 ,−   m m m N . 

Theo [17], tính chất sau được áp dụng cho các định 

nghĩa trên: 

 

Hình 1. Mô hình cổng trục 3D 
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( )( ) ( )
o o ot t t t t tD D a t D a t   − −=   (8) 

Trong đó: 1−  m m . 

3.2. Bộ điều khiển trượt bậc phân số 

Để tìm ra tín hiệu điều khiển thì mặt trượt bậc phân 

số  1 2 3
=  3x1

s R
T

s s s được định nghĩa như sau: 

1 1

D D

D D

 

 − −=

a 1 a 2 u 3 u

a 1 a 2 u 3 u

s = e + δ e +δ e +δ e

e + δ e +δ e +δ e
  (9) 

Trong đó: 

,a ad u ud= −  = − 3x1 2x1

a u
e q q R e q q R  là các 

sai lệch giữa biến trạng thái và quỹ đạo mong muốn, 

D   là phép toán bậc phân số đã được định nghĩa 

trong phương trình (7), , 3x3 3x2

1 2
δ R δ R ,

 3x2

3
δ R  là các điều khiển được thiết kế và mô tả 

như sau: 

( )11 12 13, ,diag   =1δ  

21 31

22 33

0 0

0 ; 0 .

0 0 0 0

 

 

   
   

= =
   
      

2 3
δ δ  

Đạo hàm mặt trượt bậc phân số trong (9), ta được: 

1 1

1 1

D D

D D

 

 

+ +

− −=

a 1 a 2 u 3 u

a 1 a 2 u 3 u

s = e + δ e +δ e +δ e

e + δ e +δ e +δ e
  (10) 

Thay thế các phương trình (4) và (5) vào phương 

trình (10), ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 2

1 1

1 2

1 1
1 1 2

1 1

1 2

D

D





− − −

− −

− −
−

− −

= −

 +
 
 + +

−  
 + +
 
 + + 

+

-1

2 21 11 a

11 2 21 a

12 2 22 u

1 2 2

ad 2 ud

1 a 3 u

s M q δ M q M q M q F

M q C q,q δ M q C q,q q

M q C q,q δ M q C q,q q

M q G q δ M q G q

q δ q

δ e + δ e

 

 (11) 

Thành phần véc tơ điều khiển giúp trạng thái của 

đối tượng ở lại trên mặt trượt phân số được đưa ra 

bằng cách xem xét khi s = 0 : 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1D 

−
− −

− −

− −

− −

−

= −

 +
 
 + +
 
 + + + +
 
 − 

-1

aeq 2 21 11

11 2 21 a

12 2 22 u

1 2 2 ad ud

1 a 3 u

F M q δ M q M q M q

M q C q,q δ M q C q,q q

M q C q,q δ M q C q,q q
x

M q G q δ M q G q q q

δ e +δ e

 

 (12) 

Để duy trì các biến trạng thái của hệ thống trên bề 

mặt trượt, thành phần chuyển mạch phải được thực 

hiện. Do đó, bộ điều khiển chế độ trượt bậc phân số 

tổng thể sẽ bao gồm (12) và thành phần chuyển mạch 

được viết bởi: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )

1
1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1

1

4 sgn

D

D





−
− −

− −

− −

− −

−

−

= −

 +
 
 + +
 
 + + + +
 
 − 

−

-1

aeq 2 21 11

11 2 21 a

12 2 22 u

1 2 2 ad ud

1 a 3 u

F M q δ M q M q M q

M q C q,q δ M q C q,q q

M q C q,q δ M q C q,q q
x

M q G q δ M q G q q q

δ e +δ e

δ s

 

 (13) 

Trong đó ( )41 42 42, ,diag   =4δ  là tham số điều 

khiển được thiết kế. 

Việc xem xét tính ổn định và xác định thời gian 

hội tụ được thực hiện và dựa trên một hàm ứng viên 

Lyapunov được đưa ra như sau: 

                
1

2

TV = s s               (14) 

Thực hiện đạo hàm công thức (14) và thay phương 

trình (10) vào đạo hàm của hàm Lyapunov ta có: 

( )1 1

T

T

V

D D − −=
a 1 a 2 u 3 u

= s s

s e +δ e +δ e +δ e
 (15) 

Sau đó, véc tơ điều khiển trong phương trình (13) 

được thay vào phương trình (15) và sử dụng các phép 

toán biến đổi để rút gọn và đưa ra được kết quả như sau: 

TV −
4

= s δ sgn(s)           (16) 

Vì vậy, ta có thể khẳng định được 0V   với ma 

trận 
4

δ   xác định dương, điều này đảm bảo sự ổn 

định của hệ cổng trục 3D. Ngoài ra, vấn đề thời gian 

hữu hạn trong bộ điều khiển cũng được xem xét bằng 

cách viết lại phương trình (16). 

( ) ( ) ( )1 41 1 2 42 2 3 43 3

3

min

1

sgn sgn sgn

i

i

V s s s s s s

s

  


=

− − −

 − 

=

 

 (17) 

Do 
3

0.5 0.5 2 2 2

1 2 3

1

2 i

i

V s s s s−

=

= + +   ta có: 

3
0.5

min min

1

i

i

V s V 
=

 −  −   (18) 

Thực hiện tích phân cho cả hai vế của phương trình 
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(18) từ thời điểm thời gian bằng 0 đến 
max

t , ta có: 

( )

( )( )

( )max max

min0.5

0 0

V t t

V

dV t
dt

V t
 −    (19) 

Sau các bước tính toán ta có được kết quả như sau: 

( ) ( )( )0.5 0.5

max min max2 0V t V t−  −   (20) 

Viết lại công thức (20), ta được: 

3

1

max

min

i

i

s

t

=


        (21) 

Cuối cùng, thành phần hàm dấu trong bộ điều khiển 

(13) có thể gây ra hiện tượng rung. Vì vậy, chúng tôi 

thay thế hàm dấu bằng sự kết hợp của hàm khuếch đại 

bão hòa và hàm sigmoid trong nghiên cứu này.  

tanh , 1

sat

, 1

 



 

  
 

   
=  

   


s s

s

s s

      (22) 

Trong đó    và ( )tanh .  lần lượt là lớp bao và 

hàm tiếp tuyến hyperbolic.  

4. Mô phỏng 

Việc kiểm chứng hiệu quả của bộ điều khiển chế 

độ trượt (13) được thực hiện dựa trên phần mềm 

Matlab-Simulink với thời gian trích mẫu là 0.001s. 

Thông số về khối lượng và hệ số cản được sử dụng 

như sau: 
b t pm 525kg, m 55kg,m 20kg= = =  và 

1 2b =18.35 Ns/m, b =12.68 Ns/m.  Những tham số 

của bộ điều khiển được lựa chọn như sau: 

11 12 131, 10,  = = = 21 22 0.1, = = 31 0.1,k = −

32 0.4,k = − 41 42 100,k k= = 43 500.k =   Để cho thấy 

khả năng điều chỉnh của bộ điều khiển chúng tôi xem 

xét ba bậc đạo hàm phân số 0.8,0.9,1.0 =  với giá 

trị đầu là ( )  0 2 1 0.5
T

a =q  và  0 0 .
T

u =q  

Trong Hình 2, Hình 3 và Hình 4, ba tín hiệu điều 

khiển được kích hoạt đồng thời để dẫn động xe con, 

xe cầu đến các điểm đến mà chúng tham chiếu biến 

thiên liên tục dưới dạng sóng vuông và khoảng cách 

từ xe con đến tải trọng nâng bám theo giá trị 1.5m. 

Ngoài ra, các biến trạng thái không được dẫn động có 

xu hướng tắt dần được biểu thị trong Hình 5 và 6. 

 
Hình 2. Đáp ứng vị trí của xe con 

 
Hình 3. Đáp ứng vị trí của xe cầu 

  

Hình 4. Đáp ứng độ dài của dây cáp 

  

Hình 5. Góc lắc của dây cáp  

 

Hình 6. Góc lắc  của dây cáp  

Bộ điều khiển chế độ trượt bậc phân số được đề 

xuất ổn định với tất cả đạo hàm bậc phân số cho hệ 

cổng trục 3D. Tuy nhiên, với từng bậc đạo hàm lại 

đem lại hiệu suất khác nhau tùy thuộc vào việc chỉnh 

định của người thiết kế điều khiển. 
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5. Kết luận  

Bằng cách sử dụng các kỹ thuật điều khiển chế độ 

trượt, các phép toán bậc phân số và lý thuyết ổn định 

Lyapunov, chúng tôi đã xây dựng thành công một bộ 

điều khiển mà giúp kiểm soát hệ cổng trục 3D 3 đầu 

vào, 5 đầu ra. Bộ điều khiển trượt bậc phân số được đề 

xuất đem đến hiệu suất tốt với đáp ứng của các biến 

trạng thái. Tính ổn định và thời gian hữu hạn cũng được 

xem xét trong nghiên cứu này như một cách kiểm 

chứng về mặt toán học. Ngoài ra, kiểm chứng mô 

phỏng cũng được xây dựng cho thấy khả năng điều 

chỉnh linh hoạt với bậc phân số - một tính năng ưu việt 

hơn bộ điều khiển chế độ trượt truyền thống. Tuy nhiên, 

cấu trúc điều khiển này còn phụ thuộc hoàn toàn vào 

mô hình toán học, yếu tố khó đo đạc chính xác, vì vậy, 

những lý thuyết về mạng mờ, mạng nơ-ron sẽ được 

chúng tôi xem xét trong các nghiên cứu tiếp theo. Việc 

tiến hành thực nghiệm kiểm chứng bộ điều khiển sẽ 

được thực hiện trong tương lai gần. 
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